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Аннотация 
В работе рассмотрен процесс электродиализного разделения как один из методов ре-
шения проблем энерго- и ресурсосбережения. Отмечено, что одним из факторов, огра-
ничивающих применение электродиализа, является отсутствие математического опи-
сания, что в свою очередь приводит к сложности в планировании проведения процесса. 
Предложено использовать подход к математическому описанию, основанный на крите-
риальных уравнениях. С этой целью рассмотрены процессы, протекающие при элек-
тродиализном разделении, определены их движущие силы. Показано, что если про-
цессы, движущей силой которых является разность концентраций, могут быть описаны 
с помощью критериев диффузионного подобия, то процессы, протекающие под дей-
ствием разности потенциалов, могут описываться критериями электрического подобия. 
Проведен анализ возможности существования таких критериев. Отмечено, что заряд 
является видом субстанции, и таким образом его перенос может быть описан уравне-
нием переноса субстанции. На основании уравнения переноса заряда можно получить 
критерии электрического подобия, которые в дальнейшем будут являться определяю-
щими в критериальных уравнениях электро-массообменных процессов, к которым, в 
частности, относится электродиализ. 
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Введение 
Решение задач энерго– и ресурсосбере-

жения в настоящее время вышло на перед-
ний план в мировых масштабах. В этой 
связи развитие получили мембранные тех-
нологии. Движущей силой мембранных 
методов разделения могут быть разность 
концентраций, давлений, температур, по-
тенциалов. Также встречаются и сопря-
женные процессы, в которых различные 
движущие силы вносят соизмеримый 
вклад в течение процесса. Примером 

такого процесса может являться электро-
диализ (рисунок 1) [1]. 

Под воздействием электрического 
поля, когда к электродам приложена раз-
ность потенциалов, начинается симмет-
ричный процесс. Во время этого процесса 
катионы движутся к катоду, а анионы — 
в противоположном направлении к аноду. 
Например, при нумерации отсеков слева 
направо и расположении анода слева, во 
время электромиграции к катоду катионы 
из четных отсеков встречаются на своем 
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пути с анионообменной мембраной, кото-
рая разделяет нечетный и четный отсеки. 

 
Рисунок 1 — Общая схема процесса 

электродиализа в многокамерном аппарате. 

Эта мембрана останавливает дальней-
шую миграцию катионов к катоду. Следо-
вательно, катионы собираются в растворе 
в нечетном отсеке. С другой стороны, про-
исходит электромиграция анионов из чет-
ного отсека в раствор в нечетном отсеке. 
Эта электромиграция ограничена нали-
чием проницаемой для катионов мем-
браны, разделяющей четные и нечетные 
отсеки. Таким образом в четных отсеках 
происходит уменьшение концентрации 
ионов (обессоливание раствора), а в нечет-
ных — увеличение ионов (концентрирова-
ние раствора). 

Первые технологии, включающие 
электродиализ, появились в конце 
XIX века, однако, до сих пор ограничены 
в применении. Одной из причин является 
отсутствие математического описания про-
цесса, что в свою очередь приводит к не-
возможности планирования и выбора оп-
тимальных режимов его проведения. 

Необходимо отметить, что были пред-
приняты попытки к разработке математи-
ческого описания [2–6], однако, универ-
сального удобного описания до сих пор 
нет. Это обусловлено, в основном, тем, что 
при электродиализном разделении проте-
кают одновременно несколько процессов, а 

именно: перенос вещества за счет разности 
потенциалов, перенос вещества за счет раз-
ности концентраций, осмоса и электроос-
моса. 

Математическое описание про-
цесса. Одним из выражений, используе-
мых для расчетов электромембранных 
процессов, является классическое уравне-
ние Нернста — Планка, описывающее пе-
ренос ионов в поле электрохимического по-
тенциала в стационарном режиме: 

O = −# ⋅ ,с,. − 7 ⋅ J ⋅ */ ⋅ Q ⋅
,0
,. , 

где D — коэффициент диффузии, z — ва-
лентность иона, F — число Фарадея, 	
*/  — подвижность иона, с — молярная 
концентрация, u — электрический потен-
циал. 

Первое слагаемое фактически явля-
ется выражением первого закона Фика и 
определяет перенос ионов за счет гради-
ента концентраций, в то время как второе 
слагаемое учитывает перенос ионов за счет 
разности потенциалов.  

Однако в этом уравнении ограниченно 
представлен конвективный перенос, кроме 
этого, уравнение не учитывает изменения 
характеристик переноса во времени. 

В связи с этим было принято решение 
использовать другой подход к построению 
математического описания. 

Как было отмечено ранее, наблюда-
ется два вида переноса: перенос массы и 
перенос заряда. 

Расчет массообменных процессов про-
водят на основании уравнения конвектив-
ной диффузии: 
)Q
)*
+ R. ∙

)Q
)S

+ R1 ∙
)Q
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Часто в технологических расчетах это 
уравнение является базовым для определе-
ния безразмерных величин — критериев 
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протекания процессов массопередачи. Од-
нако, как известно, на протекание массо-
обмена влияют и гидродинамические ха-
рактеристики, в связи с чем критериаль-
ные уравнения содержат и критерии гид-
родинамического подобия, полученные в 
результате подобного преобразования 
уравнений Навье-Стокса: 

XY3 = Z(H[, \53 , J]3) 
Вид функции в значительной степени 

зависит от условий, при которых происхо-
дит конкретный процесс. Например, для 
стационарных процессов исключается кри-
терий J]3 , содержащий временной пара-
метр. Если в описываемом объеме имеются 
зоны или точки с разными плотностями, 
то в набор определяющих критериев вво-
дится критерий Архимеда  
M5 = ^_4∆a/ac' , также для характери-
стики геометрии аппаратов и каналов вво-
дятся критерии геометрического подобия 
Г1, Г2,… 

Используя перечисленные критерии и 
учитывая стационарность процесса, диф-
фузионный критерий Нуссельта можно 
представить с другом виде: 

XY3 = Z(H[, \53 , M5, Г(, Г', … ) 
Логично, что так как электродиализ 

является массообменным процессом, то, 
соответственно, возможно составить кри-
териальные уравнения, адекватно описы-
вающие протекание процесса в электроди-
ализном аппарате. Однако для этого необ-
ходимо сформировать критерии, характе-
ризующие электрическую составляющую 
процесса. Как показано в работе [7] можно 
представить зависимость электрического 
сопротивления в модуле от безразмерной 
величины i/iпр (рисунок 2). 

Эта зависимость косвенно характери-
зует перенос ионов электролита на разных 
стадиях поляризации. 

Основываясь на результатах экспери-
ментов, а также на графиках, представ-
ленных в литературе [8-10], нами была 

отмечена следующая зависимость сопро-
тивления в модуле от плотности тока. 

 
Рисунок 2 – Зависимость электрического 
сопротивления в модуле от безразмерной 

величины i/iпр. 

При i/iпр < 0.5 R = const, 
при 0,5 < i/iпр < 1 R = ai + b 
при i/iпр > 1 R = a’i + b’ 

Нужно заметить, что скачки сопротив-
ления могут зависеть от конструкции ап-
парата, геометрии канала, гидродинамики 
потока, концентрации раствора. 

При изменении сопротивления как 
функции от плотности тока могут проис-
ходить изменения следующих лимитирую-
щих стадий процесса. 

В первом случае при (i/iпр > 0.5) про-
текание процесса определяется скоростью 
переноса ионов соли через мембрану, это 
можно утверждать, опираясь на то, что 
количество ионов, переносимых через мем-
брану, прямо пропорционально плотности 
тока. Следовательно, при низких рабочих 
плотностях тока в растворе существует из-
быток ионов электролита. 

В случае i/iпр > 1, наоборот, протека-
ние процесса определяется скоростью под-
вода ионов раствора к поверхности мем-
браны. При их недостатке ток осуществля-
ется за счет переноса ионов Н+ и ОН–, об-
разующихся при расщеплении воды под 
действием приложенного напряжения. В 
этом случае энергия расходуется на 

i/iпр 
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непроизводительный транспорт, что ведет 
к резкому увеличению энергозатрат на 
единицу массы перенесенной соли. 

На основании проведенных исследова-
ний можно сделать вывод, что при 
0.5 < i/iпр <1 процесс переноса ионов кон-
тролируется как скоростью переноса 
ионов соли через мембрану, так и скоро-
стью подвода ионов раствора к поверхно-
сти мембраны. 

Необходимо также заметить, что во 
всех случаях, рассмотренных выше, под 
концентрацией и распределением ионов в 
растворе подразумевалась концентрация и 
распределение ионов в толщине диффузи-
онного слоя. 

Анализируя эту зависимость, можно 
провести аналогию с гидромеханическими 
процессами, где гидравлическое сопротив-
ление жидкой (или газообразной) фазы 
выступает функцией безразмерного ком-
плекса (критерия Рейнольдса). Причем 
необходимо отметить, что в гидромеха-
нике также выделяют три области, хотя 
автомодельная область наблюдается при 
высоких значениях критерия Re, в то 
время как в рассматриваемой зависимости 
автомодельность наблюдается при низких 
значениях соотношения рабочей и пре-
дельной плотностей тока. Таким образом, 
критерий i/iпр может в электродиализе иг-
рать роль своеобразного критерия Рей-
нольдса. 

Как упоминалось ранее, диффузион-
ные и гидродинамические критерии подо-
бия получаются путем преобразования 
дифференциальных уравнений конвектив-
ной диффузии и Навье — Стокса. В свою 
очередь эти уравнения могут быть полу-
чены из основного уравнения переноса суб-
станции.  

:f ∕ :h = −)ij k⃗ + m (1) 

где φ — потенциал переноса, а именно, от-
несенная к единице объема рассматривае-
мая субстанция; τ — время; j — плотность 

потока субстанции, складывающаяся из 
переноса на молекулярном (микро-) 
уровне и конвективном (макро-) уровне; 
γ — удельная объемная плотность при-
тока. 

Размерности величин варьируются в 
зависимости от переносимой субстанции. 

Здесь стоит отметить, что уравнение 
Нернста — Планка также не противоречит 
уравнению переноса субстанции с учетом, 
что перенос ионов за счет разности элек-
трических потенциалов будет характери-
зовать удельную объемную плотность при-
тока (γ) при переносе массы. 

На основании вышесказанного можно 
сделать вывод, что, получив уравнение пе-
реноса заряда (т. к. заряд тоже является 
субстанцией) и преобразовав его, можно 
сформировать критерии электрического 
подобия. По аналогии с уравнениями пере-
носа массы, тепла и импульса, используя 
те же условные обозначения, что и в урав-
нении (1), запишем: 

:a5 :h⁄ = −)ij k6ooo⃗ + m6 , (2) 

где ρv — плотность заряда; [ρv] = [Кл/м3], 
[!q] = [Кл/м3·с]. 

В плотность потока субстанции в урав-
нении переноса заряда (2) входят две со-
ставляющие, представленные в уравне-
ниях (3) и (4): 

O6ooo⃗ = O6мooooo⃗ + O6кoooo⃗ . 

В случае протекания процесса на мо-
лекулярном уровне, плотность тока заряда 
описывается уравнением электропровод-
ности: 

O6мooooo⃗ = −q
:Y
:I
, (3) 

где rO6мooooo⃗ s = t Клс∙м%u ; q  — удельная электро-

проводность, tСмм u. 
Конвективную составляющую можно 

выразить: 

!!к""""⃗ = %""⃗ ∙ '", (4) 
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где O6кoooo⃗  также имеет размерность 
tмс ∙

Кл
м(u=t

Кл
с∙м%u. 

Проведя аналогию между тепловыми 
и электрическими процессами и используя 
анализ размерностей, появляется возмож-
ным преобразовывать уравнение (2) в раз-
личные виды с последующим получением 
критериев электрического подобия, напри-
мер, электрический критерий Прандтля: 

\56 =
с< ∙ w
q

 

где сm — удельная ёмкость [Ф/кг], µ — ко-
эффициент динамической вязкости [Па·с]. 

Итак, на основании вышеизложенного 
можно сделать вывод, что для описания 
электромембранных процессов также 
можно использовать критериальный под-
ход.  

Помимо критериев диффузионного и 
электрического подобия, в уравнение 
также должен входить критерий Рейноль-
дса, так как концентрационная поляриза-
ция мембран непосредственно зависит от 
режима течения жидкости, а именно, пре-
дельная плотность тока зависит от тол-
щины диффузионного слоя (δ): 

iпр =
7JQ

*/̅ − */
U
#
,
+
4#zQ
{)

V, 

где X — число фиксированных ионов в 
мембране; */ — подвижность иона в рас-
творе; */̅ — подвижность иона в мембране; 
D — коэффициент диффузии в растворе; 
#z — коэффициент диффузии в мембране; 
d — толщина мембраны. 

Кроме этого необходимо учитывать 
конфигурацию канала, размеры турбули-
заторов и т.п. 

Тогда для стационарного сопряжен-
ного электро–массообменного процесса 
можно предположить следующую функ-
цию: 

XY3 = Z(H[, \53 , \56 	, i/iпр, Г(, Г' 	… ). 

Заключение 
В заключение стоит обобщить выше-

сказанное: 
Так как электрический ток относится 

к явлениям переноса, то для описания про-
цессов, проходящих под действием разно-
сти потенциалов, можно использовать 
уравнение переноса субстанции. 

Следует отметить, что, так как урав-
нение основано на базовых законах и опре-
делениях, помимо получения критериев 
электрического подобия, может стать уни-
версальным методом описания процессов, 
связанных с переносом заряда. 
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Development of a mathematical description of electrodialysis 
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Abstract 
The paper considers the process of electrodialysis separation as one of the methods for solv-
ing problems of energy and resource conservation. It is noted that one of the factors limiting 
the use of electrodialysis is the lack of a mathematical description, which in turn leads to 
difficulties in planning the process. It is proposed to use an approach to mathematical de-
scription based on criteria equations. For this purpose, the processes occurring during elec-
trodialysis separation are considered, their driving forces are determined. It is shown that if 
the processes, the driving force of which is the concentration difference, can be described 
using the criteria of diffusion similarity, then the processes occurring under the action of the 
potential difference can be described by the criteria of electrical similarity. The analysis of 
the possibility of the existence of such criteria is carried out. It is noted that the charge is a 
type of substance, and thus its transfer can be described by the mass transfer equation. 
Based on the series transfer equation, it is possible to obtain criteria of electrical similarity, 
which in the future will be decisive in the criteria equations of electro-mass transfer pro-
cesses, which include electrodialysis. 
Keywords 
Electrodialysis, membrane technology, substance transfer equation, similarity criteria, 
charge transfer 
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