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Аннотация 
Рассмотрено влияние наноразмерных частиц, расположенных на поверхности, на теп-
лофизические свойства материалов. Дан анализ процесса теплообмена в условиях есте-
ственной конвекции на примере образцов металлических наноструктур, сформирован-
ных на основе трековых мембран, которые использовались в качестве шаблонов или 
матриц. Полученные образцы представляли собой металлическую фольгу, на поверх-
ности которой располагались наноструктуры, повторяющие цилиндрическую форму 
пор исходной трековой мембраны. Показано, что при наличии наноразмерных частиц 
формулы для расчета коэффициента теплоотдачи поверхности изменяются. К тепло-
вому сопротивлению неподвижной пленки, окружающей наночастицы, добавляется 
тепловое сопротивление движущегося вдоль поверхности потока теплоносителя. Пока-
зано, что поправки к коэффициенту теплоотдачи поверхности зависят от числа Рэлея. 
Представлен алгоритм вычисления поправок и порядок его применения. 
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Введение. В последние годы стали 
широко применяться материалы, содержа-
щие металлические наноразмерные ча-
стицы. Их использование приводит к необ-
ходимости учитывать наличие наночастиц 
при исследовании хорошо изученных про-
цессов, в частности, процесса теплообмена.  

Материалы и методы решения за-
дач, принятые допущения. В настоя-
щей работе рассматривается естественная 
конвекция в большом объеме теплоноси-
теля. Расчет коэффициента теплоотдачи 
обычно производится по формуле 
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6QRRRR = S(TU ∙ !U)+, (1) 
где значения коэффициента В и показа-
теля степени n выбираются в зависимости 
от произведения чисел Грасгофа (Gr) и 
Прандтля (Pr). Формула охватывает по-
верхности практически любой формы и, в 
частности, вертикальные пластины. Её вы-
вод дан в работе [1] для вертикально уста-
новленного образца с плоской поверхно-
стью. Для материала, содержащего нано-
частицы, этот вывод нуждается в пере-
смотре из-за особенностей течения тепло-
носителя. Необходимо учитывать, что из-
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за наличия наночастиц вдоль поверхности 
нагретого материала (рисунок 1) происхо-
дит образование неподвижной пленки не-
которой толщины d0 с тепловым сопротив-
лением r0, которая препятствует переносу 
тепла от образца к окружающему теплоно-
сителю. В результате возникают поправки 
к формуле (1), которые обсуждаются в 
настоящей работе. 

 
Рисунок 1 — График распределения 
температуры u(y) и скорости w(y) 

перпендикулярно поверхности образца; и 
график функции ширины потока δ(x) вдоль 

поверхности образца. 

Результаты. Будем следовать при-
ближенной теории, изложенной в литера-
турном источнике [1]. Введем систему ко-
ординат с осью x, направленной верти-
кально вдоль образца, и осью y, направ-
ленной перпендикулярно к его поверхно-
сти (y = 0). 

Распределение температуры по тепло-
носителю, как и в случае гладкой поверх-
ности, считаем параболическим  

Q = Q*- V1 −
W − X*
X Y

(

, (2) 

но только вне воздушной прослойки, за-
ключенной в слое наноструктур (y ≥ δ0). 
Вдоль неё распределение температур ли-
нейное. Плотность теплового потока через 
эту прослойку 

5 = G
X*
(Q* − Q*-), 

где λ — коэффициент теплопроводности 
пленки, u0 — температура образца, 
u01 — температура у пленки движущегося 
теплоносителя. В силу непрерывности теп-
лового потока, поступающий в движу-
щийся теплоноситель тепловой поток, эта 
же величина  

5 = −G [Q[W\=,>#
= 2Q*-

X G. (3) 

Приравнивая найденные величины, за-
ключаем, что из условия непрерывности 
теплового потока вытекает связь темпера-
тур на границах неподвижной пленки 

Q*- =
Q*
1 + ], 

где 

] = 2GU*
X . 

отношение теплового сопротивления непо-
движной пленки к сопротивлению тепло-
отдачи движущемуся слою теплоносителя. 
Подставляя u01 в формулу (3), найдем, что 

^ = 2G
X

1
1 + ]. (4) 

Формула (4) выражает коэффициент 
теплоотдачи поверхности движущегося 
слоя теплоносителя, ширина которого пе-
ременна и связана со скоростью движения 
в этом слое. В отличие от известной теории 
[1], в (4) входит поправка z на тепловое со-
противление неподвижной пленки. Про-
стую физическую интерпретацию фор-
мулы (4) можно дать, если ввести сопро-
тивление теплоотдачи 1/a . В этом случае 
ее можно записать так 

1
^ =

X
2G + U*, 

т. е. тепловое сопротивление r0 воздушной 
прослойки, заключенной в слое нанострук-
тур, и сопротивление теплоотдачи движу-
щемуся вдоль гладкой поверхности тепло-
носителю просто складываются. Увеличе-
ние теплового сопротивления ведет к 
уменьшению передаваемого тепла к 
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движущемуся потоку, а следовательно, и к 
уменьшению величины подъемной силы, 
формирующей этот поток. Соответственно 
изменяется и ширина потока d, что ведет 
к изменению коэффициента теплоотдачи. 

Движение теплоносителя происходит 
в основном вдоль оси x, т. е. вертикально. 
При этом толщина d движущегося слоя 
теплоносителя (x = const) непрерывно уве-
личивается. В стационарных условиях 
подъемная сила, обусловленная законом 
Архимеда, уравновешивается силой внут-
реннего трения теплоносителя 

_ -
(`
-W( = −a(b* − b), (5) 

где w — вертикальная составляющая ско-
рости теплоносителя, µ — коэффициент 
внутреннего трения; r0, r — плотности 
теплоносителя при комнатной темпера-
туре t0, и температуре t соответственно. 
Вводя коэффициент линейного расшире-
ния av 

b = b*(1 − ^?Q), 
считая, что зависимость температуры от 
координаты описывается формулой (2), 
приведем уравнение (5) к виду  
-(`
-W( = −b*a^?Q*_(1 + ]) V1 −

W − X*
X Y

(

. (6) 

Уравнение (6) описывает, как меня-
ется вертикальная составляющая скорости 
в зависимости от расстояния от поверхно-
сти образца. К уравнению необходимо до-
бавить граничные условия.  

Слой теплоносителя, примыкающий к 
неподвижной пленке, имеет равную нулю 
скорость 

`(X*) = 0. 
Соответственно на расстоянии 

y = δ + δ0 от поверхности образца тепло-
носитель также находится в покое, т.е. 

`(X + X*) = 0. 
Решение уравнения (6) представляет 

собой полином четвертой степени по пере-
менной y: 

 

 

`(W) = −103 ` V1 − W − X*X Y ×	

× eV1 − W − X*X Y
@

− 1f. 
(7) 

Зависимость w(y) от расстояния от по-
верхности образца приведена на рисунке 1. 

Формула (7) отличается от принятой 
сдвигом вдоль оси y на величину δ0 и 
уменьшением по амплитуде на фактор 
1 1 + ]g . Иными словами, существование 

неподвижной пленки теплоносителя сдви-
гает распределение по скоростям в его дви-
жущейся части на величину, равную тол-
щине пленки с некоторым сжатием по оси 
ординат. Средние характеристики распре-
деления меняются пропорционально коэф-
фициенту сжатия. В частности, средняя 
интегральная скорость по горизонталь-
ному сечению теплоносителя, определяе-
мая по формуле (αν — коэффициент теп-
лоотдачи) 

h̀ = b*a^?Q*X(
40_(1 + ]). (8) 

Средняя температура  

QR = 1
3 ∙

Q*
1 + ]. 

Расход теплоносителя через попереч-
ное сечение потока на единицу ширины об-
разца 

T = b*`X 
зависит от температуры поверхности, теп-
лофизических постоянных теплоносителя 
и ширины потока d. С увеличением x на dx 
увеличивается ширина потока на dd и уве-
личивается расход теплоносителя 

-T = -(b*`X). 
На вовлеченный в поток теплоноси-

тель в расчете на единицу ширины образца 
затрачивается количество теплоты 

-j = kAQ-T, 
которое поступает от элемента поверхно-
сти высотой dx и, согласно закону Нью-
тона-Рихмана, равно 
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-j = ^ ∙ Q*-A =
2G
X ∙ Q*

1 + ] -A. 
Приравнивая приведенные величины, 

найдем уравнение, описывающее измене-
ние d с ростом x: 

-T = 6G
X ∙ kA -A. (9) 

Уравнение (9) — дифференциальное 
уравнение с разделяющимися перемен-
ными, определяющее увеличение ширины 
потока d с ростом расстояния от нижней 
кромки образца. По сечению потока 
наряду с изменением его ширины в резуль-
тате подвода тепла от стенки меняется 
средняя по сечению температура из-за теп-
лового сопротивления примыкающей к об-
разцу тонкой пленки. Если ввести эффек-
тивную ширину пленки δ0 = 2λr0 и сум-
марную ширину участвующего в теплооб-
мене теплоносителя δs	=	δ	+	δR0, то оба эти 
фактора будут представлены в уравнении 
(9) отдельными слагаемыми:  
b*(a^?Q*XB
40_XC m1 + X*̅

3XCo-X =
2G
kA -A. (10) 

Второй фактор, как видно из (10), ме-
нее существенен по сравнению с первым. 
Изменение ширины потока увеличивает 
массовый расход теплоносителя значи-
тельно сильнее, чем изменение темпера-
туры, обусловленное тепловым сопротив-
лением пленки. Введем безразмерные кри-
терии Прандтля и Грасгофа 

!U = _kA
G ,	

TU = b*(a^?Q*p@
_(  

где l — размер образца по вертикали; и за-
пишем дифференциальное уравнение (10) 
в безразмерном виде: 

qr
80

ΔB
ΔC V1 +

Δ*
3ΔCY -Δ = -u. (11) 

Здесь 

Δ = X
p , 	ΔC =

XC
p , Δ* =

X*̅
p , u =

A
p , 

l — размер образца по вертикали, 
Ra = Gr ∙ Pr — число Рэлея. 

Решение (11) выражает x как функ-
цию от D, или x как функцию от d: 

 

u = qr
240P(Δ, Δ*), (12) 

где F(z, Δ0) — функция, определяемая  
следующим интегралом: 

P(v, Δ*) = +(3v + 4Δ*)v
B

(v + Δ*)( -v.
D

*

 

Подынтегральная функция положи-
тельна, следовательно, F(z) монотонно 
возрастающая функция от z. Соответ-
ственно, D растет с ростом x, достигая мак-
симального значения Δmax при x = 1. Ве-
личина Δmax в зависимости от Δ0 опреде-
ляется уравнением 

P(ΔEFG, Δ*) =
240
qr . 

Отметим, что в уравнения, описываю-
щие процесс охлаждения, входит средний 
по высоте образца коэффициент теплоот-
дачи 

^ = 1
p +^ ∙ -A

H

*

= 1
p +

2G
X ∙ 1

1 + ] -A
H

*

, 

откуда 

6QRRRR = R̂p
G = + 2

ΔC -u
-

*

. (13) 

Из уравнения (12) следует, что  

-u = qr
240 ∙

(3Δ + 4Δ*)ΔB
ΔC(

-Δ. 
Нормируем входящие в интегралы пе-

ременные интегрирования по Δmax и при-
ведем формулу (13) к виду 

6QRRRR = S w-
x-*.JK

qr*.(K. (14) 

Формула (14) отличается от формулы 
(1) поправочным множителем w- x-*.JKy , ве-

личина которого зависит от числа Рэлея. 
Порядок нахождения поправок состоит в 
следующем. Находится сначала Δmax, 
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затем v* = Δ* ΔEFG 	g  и затем вычисляются 

поправки на толщину пленки 

x- =
4
3+

(3v + 4v*)vB
(v + v*)( -v

-

*

, (15) 

w- = +(3v + 4v*)v
B

(v + v*)@ -v.
-

*

 (16) 

Когда Δ0 = 0, эти величины обраща-
ются в единицу. 

Прежде чем производить дальнейшие 
вычисления, проведем некоторые оценки.  

Применим приведенные расчеты к ме-
таллическим структурам, имеющим на 
своей поверхности наноразмерные верти-
кально расположенные цилиндрические 
столбики (Рисунок 2). Фотография на ри-
сунке 2 выполнена с помощью электрон-
ного сканирующего микроскопа Carl Zeiss 
Supra 40-30-87 в лаборатории «Криоэлек-
троника» МГУ им. М. В. Ломоносова. 
Диаметр наноструктур, расположенных 
перпендикулярно поверхности, около 
30 нм, высота 5 мкм. 

  
Рисунок 2 — Микрофотография 

наноструктурированной металлической 
пластины  

Такие металлические наноструктуры 
были сформированы на основе трековых 
мембран, использовавшихся в качестве 
шаблонов или матриц [2–5]. Для получе-
ния таких металлических структур на по-
верхность полиэтилентерефталатной тре-
ковой мембраны (ТМ) с цилиндрическими 
порами наносился тонкий проводящий 
слой меди методом вакуумного термиче-
ского напыления. Затем на проводящую 
поверхность электрохимическим методом 
осаждалась медь, формируя на поверхно-
сти ТМ металлическую фольгу, а внутри 
цилиндрических пор соответствующие 
наноструктуры [7–9].  

После того как в растворе щелочи 
стравливалась исходная полимерная мат-
рица [10], были получены исследуемые об-
разцы в виде металлической фольги, на 
поверхности которой расположены нано-
структуры, повторяющие цилиндрическую 
форму пор исходной трековой мем-
браны [11].  

Обсуждение полученных резуль-
татов. Тепловое сопротивление слоя пред-
ставленных наноструктур (рисунок 2) вы-
сотой d0 ≈ 5·10-6 м составляет 
r0 ≈ 1,7·10-6 м2

К/Вт. Для образца с разме-
ром по вертикали l ≈	10 см, Δ0 ≅	5·10-6. На 
протяжении всей поверхности образца 
Δ* ΔEFG 	g ≪ 1 . Следовательно, в первом 

приближении можно пренебречь толщи-
ной воздушной прослойки, заключенной в 
наноструктурах. Это есть так называемое 
нулевое приближение для коэффициента 
теплоотдачи.  

Таким образом, для определения ко-
эффициента теплоотдачи нужно сначала 
найти коэффициент теплоотдачи в нуле-
вом порядке теории возмущений, а затем 
определить приведенные поправки. 
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Заключение 
Наноразмерные частицы, расположен-

ные на поверхности материала, меняют его 
теплофизические свойства. При обтекании 
поверхности наноструктурированного об-
разца в условиях естественной конвекции 
его тепловое сопротивление изменяется. 
В этом случае при вычислении коэффици-
ента теплоотдачи в критерии Нуссельта 
необходимо учитывать представленный в 
работе поправочный множитель, величина 
которого зависит от числа Рэлея. Предло-
жен метод вычисления указанного попра-
вочного множителя. 
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Abstract  
Influence of nanoscale particles located on surface on thermophysical properties of materials 
is considered. Analysis of heat exchange process under conditions of natural convection is 
given by example of samples of metal nanostructures formed on the basis of track mem-
branes, which were used as templates or matrices. The obtained samples were metal foil, on 
the surface of which nanostructures were located, repeating the cylindrical shape of the pores 
of the original track membrane. It is shown that the presence of nanosized particles change 
the formulas for calculating the heat transfer coefficient of the surface. Thermal resistance 
of the heat carrier flow moving along the surface is added to the thermal resistance of the 
fixed film surrounding the nanoparticles. It is shown that corrections to the surface heat 
transfer coefficient depend on the Rayleigh number. The algorithm of calculation of correc-
tions and the order of its application is presented. 
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Heat exchange, convection, Rayleigh number, track membranes, nanostructures 
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