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Аннотация 
Целью работы является разработка одномерной математической модели функциони-
рования аппарата кипящего слоя с рубашкой охлаждения. В статье изложены основ-
ные положения предлагаемой математической модели аппарата кипящего слоя с ру-
башкой охлаждения и результаты численных экспериментов. Для описания основных 
процессов при функционировании установки использован математический аппарат це-
пей Маркова. Аппарат представлен цепью ячеек, а необходимые характеристики про-
цессов организованы в векторы состояния. Изменение объекта фиксируется в дискрет-
ные моменты времени и описывается с использованием рекуррентных вычислительных 
процедур. Известные критериальные зависимости использованы для идентификации 
параметров модели, но расчет ведется с учетом состояния каждой ячейки цепи. Таким 
образом, аппарат рассматривается как система с распределенными характеристиками, 
что повышает достоверность описания процессов переноса. 
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Введение  
Аппараты, использующие технику 

псевдоожижения зернистых сред, широко 
распространены в различных отраслях ма-
териального производства [1–2]. Тем не ме-
нее, вопросы прогнозирования параметров 
работы подобной аппаратуры остаются 
весьма острыми [1–3], тем более что описа-
нию подлежит не только явление псевдо-
ожижения, но (даже в большей степени) 
целевой процесс, в ходе которого изменя-
ются свойства фаз и характеристики всей 
системы. Кроме того, расчет процессов 
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осуществляется в некоторой последова-
тельности, учитывающей иерархию и вза-
имообусловленность отдельных процес-
сов [3–4].  

Приняв во внимание описанные общие 
соображения, оказывается возможным по-
строить различные модели процессов в 
псевдоожиженном слое, отличающиеся 
степенью декомпозиции объекта [5–6]. При 
этом в моделях, где масштаб моделирова-
ния предполагает декомпозицию до 
уровня отдельных частиц, возникают зна-
чительные трудности с параметрической 
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идентификацией многих параметров 
(например, характеристик контактного 
взаимодействия частиц и др.) и вычисли-
тельной громоздкостью расчетных проце-
дур, что ограничивает их применимость в 
инженерной практике [6–8]. Поэтому ин-
женерные справочники в основном дают 
указания к описанию аппаратов как объ-
ектов с однородным распределением 
свойств [3–4], что упрощает расчеты, но, 
естественно, снижает информативность 
методик. 

Указанные трудности побуждают раз-
рабатывать простые и вместе с тем инфор-
мативные модели, отличающиеся некото-
рым компромиссным (мезоскопическим) 
масштабом моделирования [6–7]. 

Целью настоящей работы является 
развитие предложенного ранее подхода к 
описанию химико-технологической аппа-
ратуры с псевдоожиженным слоем на ос-
нове теории цепей Маркова для описания 
гидромеханики слоя и межфазного тепло-
обмена газ-частицы [7–9]. Задачей настоя-
щего исследования является распростране-
ние указанного подхода на случай псевдо-
ожижения частиц, где целевой процесс со-
стоит в обеспечении теплообмена между 
газовзвесью и охлаждаемым корпусом ап-
парата. 

Материалы и методы решения за-
дач, принятые допущения  

Для построения математической мо-
дели в настоящей работе применяется ма-
тематический аппарат теории счетных це-
пей Маркова [7–9]. Расчетная схема про-
цесса проиллюстрирована на рисунке 1. 

Алгоритм сборки моделей псевдоожи-
жения на основе теории цепей Маркова по-
дробно изложен в предыдущих работах  
[7–10]. Поэтому в настоящей статье акцент 
будет сделан не на описании гидромеха-
ники слоя (наиболее подробно описан в ра-
ботах [7,10]), а на формировании представ-
лений о теплообмене между слоем и 

поверхностями теплообмена, так как 
именно решение этих вопросов определяет 
новизну построений. 

 
Рисунок 1 – расчетная схема моделирования 

псевдоожижения и теплообмена 

При использовании ячеечной методо-
логии теории цепей Маркова пространство 
аппарата представляется набором из ко-
нечного числа n объемов с идеальным сме-
шением свойств (ячеек цепи Маркова). По-
иск решения осуществляется в одномерной 
постановке задачи, поэтому для конкрет-
ного момента времени изменение свойств 
фиксируется только при переходе от од-
ной ячейки цепи к другой (каждая ячейка 
характеризуется высотой Dх). Состояние 
аппарата описывается наборами парамет-
ров, записанных в векторы состояния S 
(содержат массы фаз в ячейках) и Q (опи-
сывают распределение теплоты фаз по 
ячейкам). Изменение состояния системы 
определяется в дискретные моменты вре-
мени tk = (k – 1) Dt, где Dt — интервал 
времени между наблюдениями; k — номер 
временного шага. Таким образом, состоя-
ние системы описывается четырьмя векто-
рами состояния: Sg и Sp, Qg и Qp (индексы 
"g" и "p" относят вектор к газовой или 
твердой фазам соответственно). Переход 
системы из одного состояния в следующее 
описывается рекуррентными матричными 
соотношениями: 

  (1) k+1 k k
p p p = ,×S P S
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 (2) 

где Sf — вектор поступления газа под га-
зораспределительное устройство, Pp

k и 
Pg

k — матрицы переходных вероятностей 
для соответствующих фаз, которые явля-
ются основными операторами модели, опи-
сывающей движение фаз при формирова-
нии слоя. Формирование этих матриц по-
дробно описано в работах [7–10], а проце-
дуры идентификации численных значений 
входящих в них вероятностей переходов 
частиц и газа из ячейки в ячейку наиболее 
подробно описаны в работе [7].  

Наиболее существенными для настоя-
щей работы являются следующие общие 
замечания: за время Dt допускается пере-
ход некоторой доли частиц (или газа) в со-
седнюю ячейку, при этом для газа принят 
режим идеального вытеснения, а для ча-
стиц возможны перемещения и вперед, и 
назад. Скорость фильтрации газа в ячей-
ках зависит от присутствия частиц, а сами 
содержания частиц поставлены в соответ-
ствие скоростям газа, что делает модель 
нелинейной. Для идентификации всех па-
раметров модели необходимы зависимости 
для расчета коэффициента сопротивления 
частиц и коэффициента макродиффузии, 
который определяет случайный заброс ча-
стиц в соседние ячейки (перемешивание в 
модели слоя). Для проведения численных 
экспериментов эти параметры были уста-
новлены постоянными (коэффициент со-
противления установлен равным 0.9, а ко-
эффициент макродиффузии равным 
0.005 м2/с). 

Расчетные процедуры (1)–(2) позво-
ляют описывать формирование аксиаль-
ного распределения твердой фазы и поля 
скоростей газа с учетом переменной по вы-
соте порозности слоя [7–10]. Эти знания 
необходимы для описания теплового состо-
яния фаз в аппарате с учетом межфазного 
теплообмена и дополнительных 

источников и стоков теплоты. Балансовые 
соотношения можно записать в следую-
щем виде: 

 (3) 

 (4) 

где Qp
k и Qg

k — матрицы содержания теп-
лоты в твердой и газовой фазах соответ-
ственно, Pp

k и Pg
k — матрицы переходных 

вероятностей для соответствующих фаз, 
которые описывают перемещение теплоты 
вместе с частицами и газом, q — вектор 
теплоты, которой обмениваются газ и ча-
стицы, Qf — вектор подачи теплоты, со-
держащейся в поступающем под газорас-
пределительное устройство ожижающем 
агенте, qwg и qwp — векторы теплоты, пе-
редающейся газу и частицам соответ-
ственно от поверхности теплообмена 
(стенки аппарата).  

Соотношения (3)–(4) являются доста-
точно очевидными балансовыми уравнени-
ями. При этом идентификация некоторых 
слагаемых не вызывает затруднений 
(например, при известном расходе воздуха 
и заданных параметрах его теплофизиче-
ского состояния оценка величины Qf не 
представляет трудностей). Идентифика-
ция других слагаемых менее однозначна. 
Так, оценка количества теплоты qi, кото-
рой обмениваются частицы и газ в i-й 
ячейке за время Dt, может быть выполнена 
как [7]: 

$!
" = &!

" ∙ '!
" ∙ Δ) ∙ *+#,!

" − +%,!
" -, (5) 

где α — коэффициент межфазного тепло-
обмена (зависит от режима обтекания ча-
стиц потоком в ячейке), F — поверхность 
теплообмена, которая зависит от содержа-
ния частиц в ячейке, Tp и Tg — темпера-
туры частиц и газа. 

Коэффициент теплоотдачи газ-ча-
стицы α, который определяется дифферен-
цированно для i-й ячейки (является ло-
кальным), рассчитывается по известным 

k+1 k k
g g g f = ,× +S P S S

k+1 k k
p p p = ,× + -Q P Q q qk k

wp

k+1 k k
g g g f = ,× + - -Q P Q Q q qk k

wg
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корреляционным зависимостям для опре-
деляемых критериев теплообмена [3]: 

$%!
" = 0.016 ∙ +

,-!
"

.!
" / ∙ Pr

#.%%,	

при	
,-!

"

.!
" < 200;	 

(6) 

$%!
" = 0.4 ∙ +

,-!
"

.!
" / ∙ Pr

#.%%,	

при	
,-!

"

.!
" > 200. 

(7) 

Теплота, которая передается от частиц 
и газа в аппарате к его стенке, рассчиты-
вается также с использованием некоторого 
эффективного коэффициента теплоот-
дачи αw, который отдельно рассчитыва-
ется для каждой рассматриваемой ячейки. 
Определяемый критерий теплообмена мо-
жет быть рассчитан как [3]: 

!"!,#$ = !"%,#$ ∙ %1 + 6.7 ∙ +, ∙ -&-%
. ∙ /01#$2

'/)3, (8) 

где Nug — число Нуссельта для процесса 
теплообмена газ-стенка, Re0 — число Рей-
нольдса для процесса движения газа в пу-
стом сечении аппарата, µ — динамическая 
вязкость ожижающего агента, cp и cg — 
теплоемкости материала зерен сыпучей 
среды и ожижающего агента. 

Зависимость (8) позволяет оценить об-
щее количество теплоты, отдаваемое газо-
взвесью стенке, однако, с точки зрения мо-
дельных представлений (3)–(4) необхо-
димо каким-то образом разделить эту теп-
лоту между частицами и газом, составля-
ющими среду внутри аппарата. Наиболее 
простым допущением, на наш взгляд, бу-
дет предположить, что теплота qw распре-
деляется долями, зависящими от порозно-
сти: 

<&',!
" = <&,!

" ∙ =1 − .!
"?, (9) 

<&),!
" = <&,!

" ∙ .!
" , (10) 

где εi — порозность в i-й ячейке, которая 
легко рассчитывается при известном рас-
пределении фаз по цепи, qw — общее 

количество теплоты, которым обменива-
ются стенка с поверхностью Fw и газо-
взвесь с температурой Ts: 

<&,!
" = @&,!

" ∙ A&,!
" ∙ ΔC ∙ =D&" − D*,!

" ?, (11) 

где αw — коэффициент межфазного тепло-
обмена, Fw — поверхность обмена, Tw (по-
лагается постоянной) и Ts — температуры 
стенки и газовзвеси. 

Таким образом соотношения (5)–(11) 
позволяют выполнить замыкание системы 
общих балансовых уравнений (1)–(4) и 
провести вычислительные эксперименты с 
получением достоверных в качественном 
отношении результатов.  
Результаты 

На рисунках 2–5 представлены резуль-
таты численных экспериментов с моделью. 
Поскольку свойства дисперсной фазы по-
лагаются неизменными, то все представ-
ленные расчеты выполнены для одной гид-
ромеханической ситуации (фиктивная ско-
рость воздуха составляет 4 м/с при диа-
метре аппарата 10 см, ожижаемый мате-
риал — монофракция модельного матери-
ала с диаметром зерен 1 мм). Пример рас-
пределения содержания частиц по высоте 
аппарата показан на рисунке 2. 

 
Рисунок 2 — распределение модельного 
зернистого материала по высоте аппарата 

(j = 1 — псевдоожиженное состояние, 
j = 2 — рахлонасыпанное состояние) 

На рисунке 3 показано установившееся 
распределение температур фаз при усло-
вии, что температура стенки равна 
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температуре ожижающего агента (30 °С). 
Установившееся распределение темпера-
тур является очевидным в данном случае 
и здесь приводится только для демонстра-
ции качественной непротиворечивости мо-
дели. В тех ячейках цепи, где содержание 
материала равно нулю, температуре твер-
дой фазы также присваивается нулевое 
значение (этим вычислительным эффек-
том объясняется падение температуры в 
последней ячейки цепи).  

 
Рисунок 3 — распределение температур фаз 
по высоте аппарата при Tw = Tg,1 = 30 °С 
(пунктирная линия — температура газа, 
сплошная линия — температура частиц) 

На рисунке 4 показано установившееся 
распределение температур фаз при усло-
вии, что температура стенки выше 
(100 °С) температуры ожижающего газа 
(30 °С). Из рисунка следует, что ожижаю-
щий газ, поступивший с температурой 
30 °С, по мере прохождения вдоль аппа-
рата нагревается до 80 °С, при этом темпе-
ратура охлаждаемого сыпучего материала 
не может опуститься ниже 53 °С (с учетом 
перемешивающих возможностей слоя). 

Обратная ситуация проиллюстриро-
вана на рисунке 5, который характеризует 
режим, при котором температура стенки 
зафиксирована на 30 °С, а температура 
ожижающего агента составляет на входе в 
аппарат 100°С. Температура ожижающего 
агента снижается по мере продвижения 

вдоль аппарата, при этом материал охла-
ждается только до 77...80 °С. 

  
Рисунок 4 — распределение температур фаз 

по высоте аппарата при  
Tw = 100 °С и Tg,1 = 30 °С  

(пунктирная линия — температура газа,  
сплошная линия — температура частиц) 

 
Рисунок 5 — распределение температур фаз 

по высоте аппарата при  
Tw = 30 °С и Tg,1 = 100 °С  

(пунктирная линия — температура газа, 
сплошная линия — температура частиц) 

Обсуждение полученных результа-
тов 

Полученные в ходе численных экспе-
риментов с предложенной моделью ре-
зультаты показывают, во-первых, каче-
ственную непротиворечивость модели и ее 
высокую информативность (она позволяет 
фиксировать неоднородность простран-
ственных характеристик процессов 
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теплообмена и псевдоожижения даже в 
сравнительно небольших аппаратах). Про-
гностические возможности предложенной 
модели должны подкрепляться надеж-
ными процедурами параметрической иден-
тификации, при этом совершенно не оче-
видно, что имеющиеся эмпирические зави-
симости будут пригодны для использова-
ния, так как получены они в основном пу-
тем обработки не локальных, а интеграль-
ных параметров процессов. 
Заключение 

Предложенная математическая мо-
дель функционирования аппарата псевдо-
ожиженного слоя с рубашкой охлаждения 
дает возможность рассчитывать аппарат 
как объект с распределенными парамет-
рами, что повышает адекватность описа-
ния процессов переноса. При должном ка-
честве организации параметрической 
идентификации и проведении необходи-
мых экспериментальных процедур для ис-
следования локальных параметров тепло-
обмена модель может быть рассмотрена 
как достоверная научная основа расчета 
теплообменной аппаратуры с кипящим 
слоем. 
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Development of a model of a fluidized bed apparatus with a 
cooling jacket 
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Abstract 
The aim of the paper is to develop a one-dimensional mathematical model of the functioning 
of the fluidized bed apparatus with a cooling jacket. The article presents the main provisions 
of the proposed mathematical model of a fluidized bed apparatus with a cooling jacket and 
the results of numerical experiments. To describe the main processes in the operation of the 
setup, the mathematical apparatus of Markov chains is used. The apparatus is represented 
by a chain of cells, and the necessary characteristics of the processes are organized into state 
vectors. The evolution of the object is registered at discrete points in time and described 
using recurrent computational procedures. Known criterion dependencies are used to identify 
the model parameters, but the calculation is carried out taking into account the state of 
each cell of the chain. Thus, the device is considered as a system with distributed charac-
teristics, which increases the reliability of the description of the transfer processes. 
Keywords 
Fluidized bed, heat exchange, gas suspension, numerical modeling, cooling jacket. 
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